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EXPOSITION DE QUELQUES PARADOXES 

DANS LE CALCUL INTEGRAL 

par M. EULE R. 

Premier Paradoxe. 

I. 

l-~ me propofé ici de déveîoper un paradoxe dans le calcul intégral; 
«J qui paroi tr a bien érrange : c'eft qu’on parvient quelquefois à des 
équations différentielles, dont il paroir fort difficile de trouver les in- 
tégrales par les régies du calcul intégral, & qu’il eft pourtant aifé de 
trouver, non par le moyen de l’intégration, mais plutôt en différen- 
liant encore Péquarion propofée ; de forte qu’une différentiation réité- 
rée nous conduifedans ces cas à l’intégrale cherchée. C’eft fans doute 
un accident fort furprenant, que la différentiation nous puiffe mener au 
même but, auquel on eft accoutumé de parvenir par Pinrégration qui 
eft une opération entièrement oppofée. 

II. Pour mieux faire fentir l’importance de ce paradoxe, on n’a 
qu’à fe fouvenir, que le calcul intégral renferme la méthode naturelle 
de trouver les intégrales des quantités différentielles quelconques : & 
de là il femble qu’une équarion différentielle étant propofée , il n’y a 
d’autre moyen pour arriver à fon inrégrale, que d’en entreprendre Pin- 
régration. Et fi l’on vouloir, au lieu d’intégrer cette équation , la dif- 
ferenrier encore une fois, on devroir croire qu’on s’éloigneroit en- 
core davantage du but propofé ; attendu qu’on auroit alors une équa- 
tion différentielle du fécond degré, qu’il faudroit même deux fois inté- 
grer, avant qu’on parvint aut but propofé. 


m. 


Iir. Il doit' donc être très furprenant, qu’une difFér en nation 
réitérée ne nous éloigne non feulement davantage de l’intégrale, que 
nous nous propofons de chercher, mais qu’elle nous puifle même 
fournir cette intégrale. Ce feroit fans doure un grand avantage, fi cet 
accident éroir général , & qu’il eut lieu toujours, puisqu’alors la re- 
cherche des intégrales, qui eft fouvent même impofiible, n’auroit 
plus la moindre difficulté : mais il ne fe trouve qu’en quelques cas très 
particuliers dont je rapporterai quelques exemples: les autres cas de- 
mandent Toujours la méthode ordinaire d’intégration. Voilà donc 
quelques problèmes qui fervirom à éclaircir ce paradoxe. 

PROBLEME 1. 

Le point A étant donné , trouver la courte EM telle , que la per- j-jg. 
pendiculaire A V tirée du point A fur une tangente quelconque de ht 
courte M V, foit partout de la même grandeur. 


IV. Prenant pour axe une droire quelconque AP, tirée du 
point donné A , qu’on y tire d’un point quelconque de la courbe cher- 
chée M la perpendiculaire MP, & une autre infiniment proche mp : 
& qu’on nomme AP"*, PM “y, & la longueur donnée de la 
ligne AV~/t. Soit de plus l’élément de la courbe M mzzds, & 
ayant riré Mt parallèle I l’axe A P, on aura Pjt» ~ M t " dx 
& "xm ~ dy ; donc ds “ V(^* 2 — p- dy 2 ). Qu’on bai/Te du 
poinr P aufli fur la rangenre M V la perpendiculaire PS, & fur celle- cy 
du poinr A la perpendiculaire A R, qui fera parallèle à la rangenre M V.. 
Maintenant, puisque les Triangles PMS & APR font femblables au 

... . ne Mff.PM y dx 

mang<e Mot t, on en tirera: PS _ 


M m 


ds 


& P R rr 


mx 


AP 


M m 


" : d’où, à caufe de AV” PS — PR, 

ds 3 


nous aurons cette équation, a ~ 


ydx—xdy 


ds 


oxsydx— xdy " ads 


— ■ a y Çd x 2 -f- à y 2 ), qui exprimera la nature de la courbe 
cherchée. 


V. Voila donc uné équation différentielle pour la courbe que 
nous cherchons : & fi nous la voulons traiter félon la méthode ordi- 
naire, il faut d’abord débnrrafïer les différentiels du ligne radical : 
prenant donc les quarrés, nous aurons : 

yydx a zxydxdy — j— xxdy 8 ZZ a aâx 2 — aady 3 


& partant : 


à y* — — 


zxydxdy — — • aad: r* -4— yydx 2 


aa xx 

dont Textraflion de racine fournit 

xydx -f- adx V(xx-\-yy n d) 

ày 7T=r7i 

ou aady * xdy -f- xydx ZZ aâx V(xx + yy - „ a ) 

dont il faut maintenant chercher l’intégrale pour connoitre la courbe 
en queftion. 


VI. Pour intégrer cette équation, pofons y zr u V(aa — A'.r), 

pour avoir y(xx~\-yy aa) ZZ V (an xx) (r/tt 

uxdx 

& dyZT. àuVÇaa — xx) - y^ aa _ xx y donc aady-x xdy — 

3 

du (aa x x ) w x d x y Ça a x x ) . Ces valeurs étant 

fubft huées donnent : 

3 

du Ça a xx ) T ZZ adx y(aa xx)Çuu j) 


d u 


adx 


aa 


xx 


ou bien zr,, „ \ 

VÇutt i; 

équation où les variables x & u fe trouvent feparéeS. 


VII. 
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VII. Puisque cette équation eft féparée, je remarque d'abord, 
que les conditions, qu’elle renferme, font remplies, fi ion met 

Y{uu i) ~ o , ou un ZZ i ; car dans ce cas tant le membre 

ndx V(aa — x x) (uu — i) devient évanouïflanr, que l’autre 

3 

membre âu Ça a xxy à caufe de du~ o. Et partant nous 

avons déjà une valeur intégrale uu zz i, ou u ~ 1 , d’où nous 

tirons y ZZ Hh V(,ia xx)^ ou yy -f- xx zz n ,7 ; ce qui eft 

l’équation pour un cercle, décrit du centre A avec le rayon “ a. 
Or il eft clair que ce cercle fatisfâit au problème, puisque la perpendi- 
culaire A V devient égale au rayon du cercle, & tombe fur le point 
d’attouchement M^ comme il eft connu par les propriétés du cercle. 


VIII. Mais ce cas n'épuife pas encore l'équation différentielle 

■ v, ^ r “ — — • cherchons donc fon intégrale qui 

y (uu i_) a a xx 0 ^ 

fera par les logarithmes 

l [„ 4 - y( u u — i)j zz il -j x 

de forte que nous ayons : 

u -*]— V (11 u — 1 ) — n , 

a .r 

De là" nous trouverons, 

x 


a~\- x 

I ZZ fut. 2 n u y — 

a x a 


« 

ot partant » ” — V— 
2 a 


- 4 - —y- 
x 271 a 


X 


Par conféquent xx) zz 0?— . **)• 

2 72 

équation pour une ligne droite tirée en forte, que la perpendiculaire 
qu’on tire fur elle du point donné A foit ZZ n. 


IX. 
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XI. Voilà donc h foludon du problème propofé, qu'on trou- 
veroit par la méthode ordinaire, où il faut premièrement féparer les 
variables, & enfuire intégrer 1 équation différentielle féparée. Or iteft 
clair, que cerre opération eft non feulement afiez embar raflante, mais 
elle deviendroit même impoffible, fi au lieu de la formule irrationelle 
y(Jx* H— on en avoit une plus compliquée. Comme fi Ton 

£to:t parvenu à cette équation 

y d x — X dy “ a \/(d x 3 d y 3 ) 

en prenant des cubes, on auroit bien de la peine à extraire enfuire la 
racine pour trouver le .rapport encre les différentiels dx & dy. Et 
fi la racine, étoit plus haute, cette extraction deviendroit même im- 
foflible. 

X. Or maintenant je dis, que'cette même équation, qui ren- 
ferme la folution du problème 

ydx — 'Xdy ” /iV(dx z -4- d y 1 ) 

fe peut réduire à une équation finie, & même algébrique, entre x 
&ns y employer la voye ordinaire d'intégration : mais, en quoi confifte 
la force du paradoxe, par une différenciation ultérieure de cette équa- 
tion. Ou ce fera cette même différentiation, qui nous conduira à 
l’équation intégrale, qui nous fera connoitre la nature de la courbe 
cherchée. Ce que je viens d’avancer, mettra dans tout fon jour la for- 
ce du paradoxe, que je me fuis propofé de démêler ici. 

XI, Afin que les différentiels ne nous caufent aucun embarras, 
en paflant à une différenciation ultérieure, fuppofons dy ~ p d .r, & 
nous aurons V (d x 2 -H d y 1 ) — dxY( i ~ypp). Par cette 
fubftitution notre équation, étant divifée par dx, prendra cette forme, 

y — pxzzaVO H-^/0 ou y = -hpp) 

où il faut bien remarquer, que quoiqu’on n’y apperçoive plus de dif- 
férentiels, cette équation ne laifle pas detre différentielle, à caufe de 

la 


à y 

la lertre p , dont la valeur eft ; de forte que, fi l’on la remettoir, 
on reviendroit à la première équation différentielle. 

XII. A préfent, au lieu d'intégrer cette équation différentielle, 
je la ditférenrie encore une fois pour avoir, 

, , , . apâp 

iy-pix-^xdp -4-ÿ^p — y 

Or, ayant fuppofé dy ~ pâx> cette valeur mife à la place de à y nous 
donne d’abord : 

apâp 

° - xd p- 1 - vy-y-TF)' 

d'où en divifant par d p nous tirons d'abord ; 

_ «_P_ 

" V(i -j-pp) 

& puisqu'il)- a y — p a- •+• n V C 1 H- Pp) , en y fubftituant cette 
valeur de a* ~ — 


a p 


v(i -\-ppy 


nous aurons : 




a pp 


V(i-hpp) 


dV ( T — pp) ou y — 


y{ i ~\~FFÏ 


XIII. Voilà donc des valeurs, & mêmes algébriques, pour les 
deux coordonnées x de y, lesquelles ne renferment^que la feule va- 
riable p : & comme à préfent il n’eft plus queftion de la valeur fuppo- 

fée de p ZZ le problème eft refol u par cette différentiation réi- 
térée. Car on n’a qu’à éliminer la variable p, de ces deux équations 


ap 


VO-h/yO 

XIL 


& y — 

Os 


V( l ~h pp) 


ce 


m 
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ce qui fe fera aifément, en ajourant enfcmble les quarrés x X & y y, 
d’où l'on aura d’abord 

a a pp -f- fia 

x x -f- y y — — — ZZ (ta 

i — pp 

qui eft l’équation pour le cercle, quifatisfait au problème propofé. 


XIV. Il eft bien vray, qu’outre le cercle il y a encore une in- 
finité de lignes droites, qui fansfont également à la queftion, 8c que 
cette mérhode ne femble pas fournir. Mais elle les contient néan- 
moins , 8c encore plus vifiblement , que l’autre méthode ordinaire. 

On n’a qu’à regarder l’équation o ~ xâp -f- — à la- 

V(iH-/70 

quelle la différentiation nous a conduit , 8c qui , puisqu’elle eft divifible 
par*/ />, renferme auftî la folution^/? zz o. Or de là nous tirons im- 
médiatement p ~Conft ZZ «, & partant^ ~ nx -f- aV(t 
où toutes les lignes droites, qui rempliffenr les conditions du pro- 
blème, font comprîtes. 


XV. Ayant déjà remarqué que cette équation : 
ydx—~xdy “ aÿ^dx 3 -±~dy 3 ) 

ne fauroit à peine être réfoluë par la méthode ordinaire, celle - ci nous 
fournira d’abord par la différentiation fon intégrale. Car, pofant 
dy ~ pdx t nous aurons ÿ(dx 3 -|- dy 3 ) — dxÿ(i -f p 3 ) } & pariant 

y — px — «y' (i -\-p 3 ) ou y ZZ px~\~ <iÿ(i -f-/? 3 ) 


qui étant différenciée donne 

dy ZZ pâx ZZ pdx — }— xdp -4- -g 


appâp 


fil - t-p 3 ) a 


d’où nous tirons o ZZ xdp —f- 


appâp 


ou 


— — a pp 

— ÿ(i 


&y = 


a 


XVI. 



XVI. Si l’on veut ici éliminer p, on n’a qu’à ajouter les cubes 

. , ( , Û 3 (l~p a ) 2 û 3 

pour avoir y 3 -f - x 3 zn / , zz , ■— — -a 3 + 

r 0+P 1 )* i + P 1 T i+p 3 


de forte que 


a 


i -j-p 3 

a 


2 a 3 


y - -+-/>>)’ 


—j ôt partant 
2 

— (/t 3 a 1 * 7 3 ) 1 : ay4 


Donc 


4 a 3 y 3 ~ ( a 3 — |— j : 3 — |— y 3 y 


ou o “ a 8 — |— 2 fl 3 x 3 2 a 3 y 3 — |— x 4 — {— 2 jr 3 ^ 3 —f— y s 

pour une ligne du fixième ordre. Mais outre celle-ci fatisfàit encore 
dp ~ o, ou p — w, à caufe de la divifion faite par dp ■ & ce cas 
donne une infinité de lignes droites contenues dans cette équation 

y — «*■-+- ûÿ (1 —J— » 3 ). 


XVII. On voit que par la même méthode on réfoudra aifément 
tous les problèmes, qui conduiroient à de telles équations : 

ydx xdy — a V (adx -4-gdx dy ~\~ydx "<//*&(:.) 

Car, pofant dy — pdx , on auroit 

^ f* Ut 

y zz p x — J — a V(a-+- Sp H— yp -j— ôte.) 

Ôt différentiant Ôc divifant par dp, 

v-i ft — r . 

— vabp & n yp otc- 

^ , — - L • - ■ — • 

** y U 71 — I 

« V (* -4-£p -+- y &c.) 


« a g -+- (»— v) g g/ H- (« — fO gyj^ -h &<=• 
7;V(c6 -Hêp^yp^-l-ÔtcO” 1 

Qjï 2 


D’où 
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D’où, en éliminant p y on tirera une équation algébrique entre r ôt y. 
Or, puisqu’il y a auf G dp “ o, Ôcp ^ Conlt : “ m y les lignes 
droites renfermées dans cette formule : 

w V LL 

y ni mx — f— a V C a H™ o M —J— y —J— &c.) 
fatisferont également. Je pafl*e donc à un autre problème. 


PROBLEME II. 

Sur V axe AB trouver la courbe A M B telle y qu'ayant tiré de fin 
point quelconque M l-i tangente TMV } elle coupe en forte les deux 
droites AE £r'B F, tir ces perpendiculairement fur ï ’ axe A B , en deux 
points donnés A £r B, que le reêl angle formé par les lignes A T fir B V 
fait partout de la même grandeur. 


XVIII. Soit l’intervalle donné AB ~ z a , l’abfcinê A B ” x y 
l’appliquée P M “ y , & ayant tiré l’infinimenr proche p >u, on 
aura P p ZZ Mît HZ dx y &i.7sm — dy. Q^on tire les droites M R 
& MS parallèles à l’axe AB, ôt la refTemblance des triangles Msrw, 
TRM ôt MS V, à caufe de PB * M S “ 2 a— •*, fournira : 


PM = *Jl 

dx 


ôt SV 


(2 a — - jt) dy 

dx 


D’où nous aurons : 

AT =3 — -fi & ■ W-y-f21=JÜÎL 
J dx J dx 

dont le produit devanf être confiant ZZ cc fournira cette égalité: 



XIX. Si l’on vouloir traiter cette équation par la méthode or- 
dinaire, on rencontrerait bien des difficultés, & peut être n’arriveroit: 

on 


3°9 


on qu'après bien des détours à l’équation intégrale. Mais, pour nous 
fervir de l’autre méthode, pofons dy ^ pdx y pour avoir 

(y. — P x )(y — P x -H * a P) — cc 

ou bien : yy -4- 2 (a x)py zappx -f- ppxx ~ cc 

ou yy- l-a(fl x) py ~t~ (a x ) 2 pp — cc -J- aapp 

d’où l’extraétion de racine fournit : 

y H- O — p = v ( c c -h <i<ipp) 

ou y ~ (a + V (ce 4- aapp) 


XX. Difrérentions maintenant cette équation, au lieu d’en cher-, 
cher l’intégrale, & nous obtiendrons : 

ây ~ pdx ZZ (a x) dp -+- pdx H aapdp 


Y (cc aapp ) 

où les termes pdx fe détruifanr enfemble , la divifion par dp donnera : 

fi np ^ ^ aap 


a 


ou x “ a 


y (cc aapp) " " y(cc\aapp) 

ôt fubftituant cetre valeur de a x dans celle dejy, on aura 

aapp , , * ce 

y — zrr, ; — — — - -\—y (cc-\- aapp) ou y “ 


y(cc 


aa 


PP) 


y(cc-\-aapp) 


XXI. Ayant donc : 

1 — •* a J_ & ^ — 5L 

a V (ce -h aapp) c V (cc -f- aapp) 

l’eliminarion de la quantité p fe fera en ajoutant les quarrés de ces deux 
formules, ce qui donnera : 

(a * )* . yy aapp ~h ce J 

aa cc cc-^-aapp * 


, yy 2 ax — 

donc ; — 

ce aa 


xx 


ou 


y “ — y (zax- 


Qjï 3 


xx) 

D’où 


Fig. 3 
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D’où nous voyons qüe la courbe cherchée eft uneellipfe décrite fur l’axe 
AB, & dont le demi - axe conjugué eft “ c, de forte que dans une 
telle ellipfe le reftangle des tangentes AT & B V foie toujours égal 
au quarré du demi -axe conjugué. 

XXII. Mais il eft clair qu’outre cette ligne courbe il fatisfaic 
encore au problème une infinité de lignes droites TV tellement tirées, 
que le re&angle AT. B V foit ZZ ce. Ces lignes droites fe trouveront 
par le divifeur dp, qui étant pofé “ o, donne/; “ Conft: ZZn t 

D’où nous aurons : y “ n (a x ) -f- Y (cc -f- tin an). 

D’oùj fi x — o, nous tirons AT — na— K V(cc -f- n naa) t 

& fi x ~ 2 a j BV ~ na Y (cc -f- nnaa) y de forte qu’on 

ait toujours 

AT. BV = cc 

quelque valeur que puifle avoir le nombre 

PROBLEME Hî. 


Deux points étant donnés A C, trouver la ligne courte E M 
telle , que fi l y on tire une tangente quelconque M V, qu'on y mene du 
premier point A la perpendiculaire AV, & qu'on joigne de l'antre 
point C fî V la droite CV, cette droite C V foit partout de la même 
grandeur. 


XXIII. Pofons la diftance donnée AC “ i, & prenant cette 
ligne pour axe, qu’on y mene du point M l’appliquée MP, & fon 
infiniment proche p m • Soit AP “ x, & PM zz. y \ & à caufe 
de Pjy “ M TtZZdXy &Vfn ZZ dy, foit M m^.Y(dx* -^Jy z )^zds. 
Cela pofé, nous avons vû dans la folution du premier problème qu’on 
ydx ■ xdy 

aura : AV — -j- . Baillons aulH du point V fur l’axe 

a perpendiculaire V X , & à caufe des triangles fembîables M mtr 
1& VAX, nous aurons : 

VX 


vx = âx ^ ix — *<y) & ax — ùSlif. — xi s'> 


ds 


5e partant: CX ~ b — {— 

ds 2 


ds* 


XXIV. Soir maintenant la longueur donnée C V ~ a & à caufe 
de C V 1 ZZZ CX 2 — ) — XV 1 nous aurons: 

un = tt-h lïM 2l± - zziM. w* — x<iyy 

ds* ^ <j s * 

â caufe de Jx 2 — }— dy z “ ds 2 : 5c de plus : 

(ydx~xd y) 2 . zbdyCydx-x dy) bbdy 2 . bldy 2 

— 7 ? — + — if — \- s - =«*-i>n— $-=<“•• 

dont la racine quarrée eft 

ydx xdy bdy bbdx 3 V 

— -j ZZ2 Y (<ui — ) 

ds 1 ds ^ ds 2 * 

ou bien en multipliant par ds 

ydx xdy -\~bdy ~ Y (and s* bbdx 2 ) 


XXV. Ici il eft ôufK évident , qu’on fe plongeroir dans un 
calcul fbrr ennuyant , fi l’on vouloir entreprendre la réfolution de cette 
équation par la méthode ordinaire. Je pofe donc dy — pdx , 5c 
à caufe de ds* " dx 2 (t pp) notre équation différentielle pren- 
dra cette forme 

y px— {— bp ” Y '~\~pp) & b) 

que je différencie encore, 5c posant pdx pour dy, j’aurai : 

pdx pdx x dp — bd p ~ — - — nn P^P 

A F ^ F Y(*a(i-hPP) b b) 

qui étant divifée par dp donne : 

1 — * a P , nap 

X V(*«(» +/70“ b b) 013 X VÇflâÇï +pp)— bb) 

5c 


0 312 0 

& 3 - - (i - P + n* " ( I ■ +PP) - «) = 

XXVI. -Delà, pour éliminer /», je forme ces équations: 

b — .v , ap „ y V (a a- bb) 

~~a~ y (aa(i-\-pp) -b b) Y (a a— b b) y (aa(t\pp) -b b) 

& ajoutant les quarrés de ces formules, je trouve : 

( b x ) 1 yy _ aa( i -h p p ) bb __ 

a a a b b a a ( i — f- jp p) — ^ b 

qui eft l’équation pour une ellipfe, dont le centre eften D, lin des 
foyers en A , & le demi grand axe “ C V. Mais outre cette ellipfe 
ledivifeur dp zz o, donne encore une infinité de lignes droites, com- 
prifesdans cette équation 

y ZZ n(b x)-\-Y(an(i -f- 7 ;») bb) 


PROBLEME IV. 


Fig. f. 


Deux points étant A & 1 B } trouver la courbe E M telle , qid ayant 
tiré une tangente quelconque V M X, fi Von y rnene des points A f? 1 B 
les perpendiculaires A V &* 13 X , le reh angle de ces ligues A V. B X fiait 
partout de la même grandeur. 


XXVII. Soit la diftance des points données ABzz qu’on 
y tire la perpendiculaire MP, & l'infinimenr proche m p : & qu’on 
nomme les coordonnées: AP zz x 7 P M ~ jy , pour avoir 
P p ZZ M 7i ZZ dx y irm’ZZdy & Mm ZZ V (dx 2 — dy 2 ) ZZ ds. 


on 


y $ x — ^ X é/ V 

Cela pofé, nous avons vu, qu’on aura AV ~ - — . Qu ; 

ds 

tire de plus AR, perpendiculaire fur BX, & la refiemblance des tri- 

en y ajou- 


angles Mots- & A B R, fournira BR zz -■ j— , & 

ds 


tant 


<fl) 313 & 

tant R X — A V “ y< * X nous aurons BX — (**-*) 4? 

as ds 

Soit donc cc le re&angle des lignes AV & BX, & on aura pour la 

coutbe EM cette équation : 

(yâx xdy)(ydx xdy —J— 2 bd y) “ ccds* 


XX VIII. Sans nous embarraffer de la méthode ordinaire , po- 
fons dy “ pdx t de forte que ds z ~ dx^^i^pp)^ & nous aurons; 

O px) (y px~h 2 !>p) — «0 -f -PP) 

qui fe réduit à : 

y y — )— 2 ( h x) p y 2 b pp x — 1— ppxx “ cc (r —1— pp) 

ou à y y -h 2 (b — *)py-\-(b — x) 2 pp—cc( 1 
dont la racine quarrée eft j 

y -4- (t> — x)p — y (cc-\~(bb H- cc)pp) 

& partant y — (b x ) p —J— V (cc —J— (b b — F- c c) pp) 


XXIX. DifFérentîons encore cette équation différentielle, & 
à caufe de dy “ pdx nous aurons : 

,i* = - (} x)ip-\-pix-\ 


y (ce 

qui étant divifée par dp donne d’abord,:' 

(bb-\-cc)p 

6 — x — 


(b b Cc)pp) 


l- r _ an P 
ou bien b—x 'zz -y-, - 

y(cc -f anpp) 
De là nous tirerons : 


y (cc -f- (b b -|- cc) pp) 

pofant pour abréger bb -f cc ~ aa. 


> - _ (i —*■), + y 

Donc ayant ; 


b — x _ n j_ & y 

a y(cc anpp) c 

Mim. di fsttaJ, Toin. XII. R r 


C 

y (cc aapp) 

nous 


® & 

flous aurons en ajoutant les quarrés 

(fi — * )* . y y = t 

0/i ff 

XXX. Cette équation efl, comme il efl évident, pour une 
ellipfe, dont les foyers font dans les points A & B; & partant le 
centre au point du milieu C. Le demi petit axe fera donc — c ; 
fit c’eft au quarré duquel, que fera partout égal le reftangle AV. BX; 
ce qui efl auffi une propriété connue de Tellipfe. Or il y a auffi des 
lignes droites, qui fatisfont au même problème, que le divifeur dp ~ o 
nous fournira, car pofant />”», réquation pour toutes ces lignes 

droites fera j y — n (fi ■*) — V (cc-\- nnaa) 

Je pourrois encore ajouter un grand nombre de problèmes femblables, 
pour confirmer ce paradoxe , mais ces quatre feront entièrement 
ïufKfans pour en prouver la vérité. 

Second Paradoxe . 

XXXF. 

j* ,e fécond paradoxe, que je m’en vai étaler, n’eft pas moins fur- 
prenant, puisqu’il eft auffi contraire aux idées communes du calcul 
intégral. On s’imagine ordinairement, qu’ayant une équarion diffé- 
rentielle quelconque, on n’ait qua chercher fon intégrale, fie à lui 
rendre toute fon étendue en y ajourant une confiante indéfinie, pour 
avoir tous les cas, qui font compris dans l’équarion différentielle. Ou 
bien , lorsque cette équation différentielle eft le réfultat d’une folution 
d’un problème, on ne doure pas que l’équation intégrale, qu’on en 
trouve par les régies ordinaires , ne renferme toutes les folutîons 
poffibles du problème: cela s’entend, lorsqu’on n’aura pas négligé 
l’addition de confiante, que toute intégration exige. 

XXXIF. Cependant il y a des cas, où l’intégration ordinaire 
nous conduit à une équation finie, qui ne renferme pas tout ce qui 

étoit 
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étoit contenu dans l’équation différentielle propofée ; quand même 
on ne néglige pas la confiante mentionnée. Cela doit paroitre d’au* 
tant plus paradoxe, plus on eft accoutumé d’être convaincu de la juftes- 
fe de l’idée expliquée dans l’arricle précédent. Car fi l’équation inté- 
grale , qu’on aura trouvée après toutes les précautions prefcrites } n’é- 
puife pas l’érendue de l’équation diffe'rentielle j le problème admettra 
des foïutions, que l’intégration ne fournira point, & partant on arri- 
vera à une folution défeftueufe, ce qui femble fans doute renverfer les 
principes ordinaires du calcul intégral. 

XXXIII. Or il e fl: fort aifé de propofer une infinité d’équations 
différentielles, auxquelles répond un certain rapport entre les quanti- 
tés variables, qu’il eft impoflible de trouver parla voye d’intégration 
ordinaire. Soit, par exemple, propofée cette équarion différentielle : 

x dx -\-y dy — dy Y(x x y y a d) 

& il eft évident que l’équation finie x x H- y y an ZZo, lui fâ- 

tisfait entièrement. Car ayant de là x d x y d y ~ o, l’un & 

l’autre membre de l’équation différentielle évanouit de foi- même: ce 
qui eft une marque indubitable, que cette équation finie xx\ yyzzaa 
eft contenue dans l’équation différentielle propofée : ou que Je cercle 
réfbut les problèmes, qui conduifent à cette équation différentielle, 

XXXIV. Cependant, quand nous intégrons cette équation diffé- 
rentielle, nous ne trouverons nullement ce rapport xx -+- yy~aai 

car, divifant notre équation par V{xx-\-yy aa) y que nous 

ayons : 

xâx-\-y dy , 

V (x x yy an.') * 

l’intégrale eft évidente, & même dans toute fon étendue 
y (xx -\-yy — <aa) — y-\-c 
ayant introduit la confiante indéfinie c. Or il eft clair que l’équa- 
rion déjà trouvée y y — {— xx m an n’eft pas abfolument . renfermée 

R r 2 dans 
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dans cette équation intégrale, quelque valeur qu'on donne à la con- 
fiante c. 

XXXV. Prenant les quarrés de notre équation intégrale trouvée, 
on aura : 

— an “ irjy -4— rr & JV — 

c 

& partant on croiroit qu’su problème propofé, qui aura conduit 
à cette équation , ne fatisfiffent qu’une infinité de paraboles, conte- 

X T - ft {I - ■ — C C 

nues dans l’équation y — — , félon les differentes 

valeurs de c. Et puisqu’on a trouvé une infinité de paraboles, on 
doutera d’autant moins, qu’on ne foit arrivé à une folution complété. 
Cependant nous venons de voir qu’au même problème farisfait auffï 
le cercle contenu dans lequation xx ~{-yy “ na. 

XXXVI. J’ai rencontré quelques autres cas de cette efpecedans 
mon Traité du mouvement, où j’ai déjà remarqué ce même paradoxe, 
qu'une équation différentielle renferme quelquefois des folutions, 
qui ne font plus comprifes dans l’équation intégrée : j’y ai auiïi donné 
une régie fûre, par le moyen de laquelle on peut trouver ces folu- 
lions contenues dans les équations différentielles, qu’on ne fauroit plus- 
tirer de l’équarion intégrée. Cependant, comme je n’y ai pas fait 
femir affës evidemmenr l’importance de ce paradoxe , on pourroit 
croire que c’eft quelque bizarrerie dans des problèmes mécaniques, 
qui n’auroit plus lieu dans les problèmes de Geometrie ; ou que ce ne 
feroit pas un reproche , qu’on pourroit faire directement à l’Ana- 
lyfe meme. 

XXXVII. Pour l’exemple que je viens d’alléguer ici, comme 
il eft formé à fànraifie, on pourroit auffi dourer, fi ce cas fe ren- 
contre jamais dans la folution d’un problème réel. Mais les mêmes 
exemples, que jîai rapportés pour éclaircir le premier parodoxe, fer- 
viront suffi à éclaircir celui - ci. Car le premier problème demandant 

une 
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une courbe telle, que fi l’on mene d’un point donné fur toutes les 
tangentes des lignes perpendiculaires , toutes fes perpendiculaires 
foient égales entr’elles ; ce problème, dis-je, étant propofé, on voit 
d’abord qu’un cercle décrit du point donné comme du centre avec un 
rayon égal à la droite , à laquelle toutes les perpendiculaires menti- 
onnées doivent être égales, fatisfera au problème. 

XXXVIII. Cependant, ayant été conduit à cette équation diffé- 
rentielle : 

aaây xxày-\-~xydx~aâx V(xx-\-yy na ) 

où les variables x & y font mêlées entr elles, on a vû que par le moyen 

de cette fubflitution y~u Y (a a xx) elle fe change en cette 

féparée, 

à u ^ n â x 

Y (un i) a n x x 

dont l’intégrale prife dans toute fon étendue éroit . 

— i) =: n Y- — 

d’où j’ai tiré cette équation : 

7 — - -4- — (n x) 

J 2 2 n 

laquelle ne renferme que des lignes droires, de forte que le cercle 
femble à cette heure entièrement exclus de la folurion du problème 
propofé. 

XXXIX. Il en eft de même du problème fécond, qui eft réfôlü 
à ce que nous avons vû par une ellipfe exprimée par cette équation 

7 — — Y( 2 a x — x x) j ce qui eft aufii clair par les propriétés 
J a 

connues de l’ellipfe. Or ayant trouvé cette équation différentielle : 
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nous en tirerons par l’extraÛion de racine : 

dy _ (a — x) y -h V Q «y y cc (a a* xx) 

7~X 2 (IX X X 

(z'ax-xx)dy (a-x)ydx “ dxV(anyy-cc{2ax-xx)} 

Or il eft évident que l’équation a ay y — c c (z ax — x x) zhq fatis- 

Q 

fait à cette formule, car on aura de là y“ -^/(zax — xx), & 

partant en différentiant leurs logarithmes : 

—j ou (2 ax xx) dy — (a—~x)ydx^^o, 

y zax xx 

de forte que dans ce cas l’un & l’aurre membre de l’équation différen- 
tielle évanouïr. 


XL. Mais, fi nous traitons cette équation différentielle félon la 
méthode ordinaire, & que nous pofions y — u V(zax — xx), 
pour avoir 

ŸÇa/iyy — cc[zax — •*.*)] := V(zax — xx) (aauu— >c c) 

. y> v . u i a x)dx 

& à s — duV(zax xx) -f- -77 

ces valeurs fubfti tuées changeront notre équation en cette forme : 


du (zax~xx^ -J- u (d-dr ) âx V ( 2 ax-xx) — u (a~x) dx V(z ax-xx) ~ 

dxV( 2 ax-xx) (nanti — cc) 

qui fe réduit maintenant à cette féparée , 

du dx a dît 


ou 


adx 


V(aauu-cc) 2 ax-xx V(aauu-cc) 2 ax-xx 

donc l’intégrale prife généralement eft 

x 


, «ff-f-V Qiauu— ce) — T 

/ l 


■— T ^ 


2 


OU 


b x 


# $'9 & 


ou bien 


au- f- y(aauu — cr) “ b V 


— y 


x (jinx xx) 


XLÎ. l)e là on trouvera aifément la valeur de v, qui fera : 
ccy( 2flx A‘jr) , b x 


u 


2 bx 2V(zax xx) 

Sc puisque y~uV(2nx — xx), on obtiendra : 

cc(zax—xx) bx acc (bb — cc) x 

y - — TUi h 7-T H TT 


& il efl évident que cette équation intégrale, quelque générale qu’elle 
foit, à caufe de la confiante indéfinie b , ne renferme pas l’ellipfè déjà 
trouvée. Ce même accident aura aufïi Heu , dans les deux autres pro- 
blèmes rapporrés , lorsqu’on traitera les équations différentielles trou- 
vées par la méthode ordinaire en cherchant fon intégrale ; où l’ellipfe 
|ui.en fournit une belle folurion, ne fera plus comprife. 


XL 1 I. Mais voici la régie générale, par laquelle on peut aifé- 
ment trouver ces cas de l’inrégrale d’une équation différentielle propo- 
fée, qui échapent à l'intégration ordinaire. Soit 2 une fonction quel- 
conque des deux variables x & y, & Z une fonction quelconque de o. 
Soient de plus P, Qj V, cufïï des fonctions quelconques des variables 
x £c y, & fuppofons q u’on foir parvenu à cette équation différentielle 

Vt/s “ Z (P à x — |— Q à y ) 

&.il efl clair, qnela valeur Z“o farisfait à cette équation: carde là 
on tirera s “ Confl. & partanr d%~o, de forte que dans le cas 
Z — o les deux membres de l’équation propofée évanouïffenr. 


XLIÏ. Par le moyen de certe régie on trouvera airément fellipfe, 
qui contient une folunon du fécond problème ; car étant parvenu à 

cette 


cette équation différentielle : 

— — — ou dufiax— xx) ~ dxŸ (aauu — cc) 

y(aauu-cc ) 2(ix — xx s ' ' 

prenons n pour », & fa fonction V(aauu cc ) pour Z', & l’é- 

quation propofée fera remplie par l’égalité Z = o, ou an uu—cc~ o 
c c 

d’où l’on tire u “ - & partant y ZZ - V(2 Jtr), qui eft 

Û & 

l’équation pour l’ellipfe en queftion, qui fe trouve exclue de l'équation 
intégrée. 

Xr.ïV. Il eft ici à remarquer, que ces mêmes cas tnacceftîbles 
à l’intégration ordinaire , font prccifément ceux , qu’une différen- 
tiation réitérée nous a fournis dans les éclairciffemens du premier pa- 
radoxe, Et pour peu qu’on y réflèchiffe , on s’apercevra que cet 
accord n’arrive pas par quelque hazard, & on pourra prononcer en 
général, que' toutes les fois qu’une équation différentielle, étant encore 
différentice, conduit immédiatement aune équation finie, cette équation 
finie ne fauroit jamais être trouvée par la voyc ordinaire de l’intégra- 
tion j mais que, pour la trouver, il faut appliquer la régie que je viens 
d’expofer. De là on voit donc que les deux paradoxes expliqués font 
tellement liés enfemble, que l’un renferme necéflâirement l’autre. 

XLV. La régie donc, fuivant laquelle on juge ordinairement, 
fi une équation différentielle eft intégrée dans toutes fon étendue, ou 
non, n’eft pas générale. On croit communément, que lorsqu’on 
a intégré en forte une équation différentielle , que 1 équation intégrale 
contient une confiante indéfinie, qui ne fe trouve pas dans la différen- 
tielle, alors l’équation intégrale foit complette, ou de !a même étendue 
que la différentielle. Mais nous voyons par les exemples rapportés 
que, quoique les équations trouvées par l’intégration contiennent une 
telle confiante, qui femble les rendre, générales, les équations diffé- 
rentielles renferment pourtant une folurion , qui n’eft pas comprife 
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grales complettes nous pourroit fournir un troifième parodoxe , s’il 
n’éroit pas déjà fi étroitement lié avec le précédent. 

Xr.VI. Il peut donc fouvent arriver, qu’il eft même abfolu- 
mcnrimpoffible d’intégrer, ou même de féparer une équation différent!* 
elle propofée, & dont on peut néanmoins par la régie donnée trouver 
une équarion finie qui fatisfait à la quefiion. Ainfi , fi l’on étoit par- 
venu dans la folution d'un problème à une telle équation 

a a (a a - x *) dy+ a a x y d x — {a a - x .v) {y dx-x dy) V{yy -|- x x - a a) 

dont on en trepren droit inutilement l’intégration, on feroit pourtant fur 
que cette équation finie yy -f- xx — aa y eft comprife. Car, po- 
fane y y -}* au- — /ï /r “ o , tant l’un que l’autre membre de l’équation 
évanouît : ce qui devient plus clair lorsqu’on met^ ~ s V(aa—xx) % 
car alors l’équarion prendra cette forme: aad%—(ydx-xdy)V(zzi): 
& pofant ZzzV(so- t) on aura par la régie donnée V (z s — i)“o, 
oue i: i , & partant yy xx ~ aa t 
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